
第3章量纲分析与控制方程的无量纲化

Chapter 3 · Dimensional Analysis and Nondimensionalization

课程：黏性流体力学

授课教师：徐翱
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本章在课程中的位置

课程主线：黏性作用 → 方程→ 尺度→ 流动结构 → 

工程应用

第1-2章

黏性应力 Navier–

Stokes方程

第3章

无量纲化 Reynolds 数

第4章

精确解

第5章

低Re数 Stokes流

第6章

边界层尺度分析

第7-8章

分离·阻力湍流·CFD

前章提供了什么？

• 第2章建立了不可压缩 Navier–Stokes 方程，但仍以有量纲变量表示

• 不便直接识别控制参数，也不利于比较不同尺度、实验或数值工况

本章解决什么新问题？

• 通过选取特征尺度改写变量和方程，将复杂有量纲问题重新组织为由少数无量纲参数控制的问题

• 核心作用：减少独立参数数量；把不同物理机制的相对重要性显式写进控制方程

本章结论将在第4-8章反复使用：精确解、Stokes流、边界层、分离阻力、湍流均以无量纲参数组织。
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学习目标

1 区分物理量、数值、单位和量纲，并用量纲齐次性检查物理方程

2 为给定问题选择特征长度、速度、时间和压强尺度，正确变换变量及其导数

3 将控制方程、初始条件和边界条件作为一个整体无量纲化

4 从作用比、时间尺度比和方程系数三个角度解释 Reynolds 数

5 比较惯性与黏性压强尺度，从方程项比值解释 St、Eu 和 Fr 的来源

6 使用Buckingham Π 定理和量纲矩阵进行简单的参数归并

7 区分几何相似、运动相似和动力相似，用无量纲变量组织可塌缩数据

8 （拓展）说明不可压缩非等温流动中 Pr 与 Ra 如何由新增输运机制产生
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教学重点与难点

教学重点

• 特征尺度的选择原则与物理意义

• 控制方程（含导数）的完整无量纲化过程

• Reynolds 数的三种等价理解

• St、Eu、Fr 与方程项比值的对应关系

• 不同压强尺度下无量纲方程的等价性

• 动力相似的本质与参数匹配

• 无量纲化使实验数据塌缩的方法论

教学难点

• 导数变换中尺度因子的正确处理（∂/∂x ≠ ∂/∂x*）

• 理解"系数小不等于对应项处处很小"——边界层的伏笔

• 不同特征尺度产生形式不同但等价的无量纲方程

• 无量纲化不是机械换元，而是物理判断

• 动力相似不是简单匹配 Reynolds 数

• Buckingham Π 定理的局限：不能给出函数关系
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前章回顾与问题导入

回顾：第2章我们得到了什么？

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢 ⋅ 𝛻𝑢 = −𝛻𝑝 + 𝜇𝛻2𝑢 + 𝜌𝑔

问题：这个方程包含ρ, μ, U, L, Δp, g 等多个有量纲参数——

参数太多

不同实验条件下，ρ、μ、U、L各自变化，结

果难以直接比较

机制不明

惯性、黏性、压力、重力各自多重要？无法

从有量纲方程直接看出

尺度缺失

大到飞机、小到微通道，同样的方程描述完

全不同的流动 regime

核心问题：如何将复杂的有量纲问题重新组织为由少数控制参数支配的问题？

答案：无量纲化（nondimensionalization ）——选取特征尺度改写变量和方程，使物理机制的相对重要性显式显现。
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本章知识结构

量纲基础

3.1-3.2 物理量·量纲齐次

特征尺度

3.3 L, U, Tc, Pc

方程无量纲化

3.4 连续性·NS 方程

Reynolds 数

3.5 三种理解

其他参数

3.6 St·Eu·Fr

Buckingham Π

3.7 量纲矩阵·参数归并

相似性

3.8 几何·运动·动力

数据归一化

3.9 CD –Re 塌缩

拓展

3.10 Pr·Ra

流程与例题

3.11 标准步骤·方腔

核心主线：有量纲方程→ 选择特征尺度→ 无量纲方程→ Re, St, Eu, Fr → 物理机制相对强弱→ 动力相似与

可推广规律

教学设计说明：

• 问题驱动：从有量纲方程的困境出发，自然引出无量纲化的必要性

• 尺度思维贯穿全章：每个无量纲参数都对应方程中两项物理机制的竞争

• 互动与评价分散在关键节点：量纲判断、特征尺度选择、Re变化预测、错误识别
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物理量、单位与量纲

3.1 物理量 = 数值×单位

𝒬 = 数值 × 单位 示例：U = 2.0 m/s = 200 cm/s 物理量本身不变，数值和单位随单

位制改变

核心原则：物理规律不应该依赖人为选择的单位制——这正是量纲分析能够成立的基础。

基本量纲（经典流体力学）

[M] 质量 [L] 长度 [T] 时间 [Θ]
温度（传热时引入

）

本章主要讨论等温黏性流动，通常只需 M, L, T 三个基本量纲。

常见物理量的量纲（推导示例）

速度 U LT ⁻¹ 加速度 a LT ⁻²

密度ρ ML ⁻³ 压强/应力p, τ ML ⁻¹T ⁻²

动力黏度μ ML ⁻¹T ⁻¹ 运动黏度ν L²T ⁻¹
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常见物理量量纲推导

从定义出发推导量纲

压强 p 𝑝 ∼
力

面积
𝑝 =

𝑀𝐿𝑇−2

𝐿2
= 𝑀𝐿−1𝑇−2

剪切应力τ 具有相同

量纲

动力黏度μ 𝜏 = 𝜇
𝑑𝑢

𝑑𝑦
𝜇 =

𝜏

𝑑𝑢/𝑑𝑦
=
𝑀𝐿−1𝑇−2

𝑇−1
= 𝑀𝐿−1𝑇−1 Newton 黏性定律

运动黏度ν 𝜈 = 𝜇/𝜌 𝜈 =
𝑀𝐿−1𝑇−1

𝑀𝐿−3
= 𝐿2𝑇−1

与扩散系数同量纲；

热扩散率α 也是

L²T⁻¹

教学提示

• 量纲推导的关键：从物理定义或定律出发，将每个量分解为基本量纲的组合

• ν 与α 同量纲（L²T⁻¹）不是巧合——二者都是扩散系数，其比值构成 Prandtl 数（见3.10节）
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课堂互动：量纲判断

互动 1 / 8 · 概念预测

有人提出：黏性影响传播的典型距离满足 𝛿 ~ 𝜈𝑡

这个关系在量纲上是否可能正确？

请先独立判断，再讨论。提示：分别计算 [𝜈𝑡] 和 [𝛿] 的量纲。

参考答案

[𝜈𝑡] = L²T⁻¹ × T = L²，而δ 应具有长度量纲 L

量纲不匹配→ 该关系不可能正确。若改为 𝛿 ~ 𝜈𝑡，则 [ 𝜈𝑡] = L，量纲正确。
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拓展视频：公制为什么重要？

视频地址：https://youtu.be/7bUVjJWA 6Vw
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量纲齐次性：NS 方程各项量纲检查

3.2 一个正确的物理方程，等号两边及每一项必须具有相同量纲

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑢 ⋅ 𝛻𝑢 = −𝛻𝑝 + 𝜇𝛻2𝑢

非定常惯性项 𝜌𝜕𝑡𝑢 = ML ⁻³ × LT ⁻² = ML ⁻²T⁻²

对流惯性项 𝜌𝑢 ⋅ 𝛻𝑢 = ML ⁻³ × LT ⁻¹ × T⁻¹ = ML ⁻²T⁻²

压强梯度项 𝛻𝑝 = L⁻¹ × ML ⁻¹T⁻² = ML⁻²T⁻²

黏性项 𝜇𝛻2𝑢 = ML ⁻¹T⁻¹ × L⁻² × LT ⁻¹ = ML ⁻²T⁻²

所有四项量纲一致（ML ⁻²T⁻²）→ Navier–Stokes 方程量纲齐次

量纲检查的价值：不能证明公式一定正确，但能快速发现漏掉长度尺度、指数写错、μ与ν混用、压强与压强梯度混淆、代码中变量单位

不一致等问题。
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例3.1：扩散长度尺度的量纲检查

先检查量纲，再相信公式

假设：𝛿 ~ 𝜈 𝑡

量纲检查：

[𝜈𝑡] = L²T⁻¹ × T = L²

[𝛿] = L（应为长度）

L² ≠ L → 不可能正确

修正：𝛿 ~ 𝜈 𝑡

量纲检查：

[ 𝜈𝑡] = 𝐿2= L

[𝛿] = L

量纲正确→ 可能成立

重要提醒

• 量纲正确只是必要条件，不是充分条件——𝛿 ~ 𝜈𝑡量纲正确，但具体关系需由控制方程求解确定

• 在科研中，一个新得到的公式、拟合关系或数值结果，第一项检查往往应该是：量纲是否正确？

物理意义：ν 是动量扩散系数（L²T⁻¹），扩散距离与时间的平方根成正比——这是扩散过程的普适特征，与热扩散、分子扩散完全类似。
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无量纲变量与特征尺度

3.3 对具体流动问题，识别代表性尺度并定义无量纲变量

特征长度 𝐿

𝐱∗ = 𝐱/𝐿

特征速度 𝑈

𝐮∗ = 𝐮/𝑈

特征时间 𝑇𝑐

𝑡∗ = 𝑡/𝑇𝑐

特征压强 𝑃𝑐

𝑝∗ = 𝑝 − 𝑝ref /𝑃𝑐

尺度选择原则：合理尺度通常使主要区域中的主要变量为 O(1)。

注意：O(1) 是尺度选择原则，不是逐点要求

• 边界层或其他局部内层中，导数可能随小尺度而增大

• 尖角、起动瞬间和其他奇异点附近可能出现异常梯度

• 远场或匹配外区中的某些扰动量可能远小于 O(1)

上标 * 表示无量纲变量。无量纲化的关键不是只替换变量本身，还要正确处理导数（
𝜕

𝜕𝑥
=

1

𝐿

𝜕

𝜕𝑥∗
）——这是3.4节的核心内容。
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从真实流动到主导平衡的分析链

特征尺度的选择决定哪些物理机制以何种无量纲参数

显现在模型中

教学解读：尺度选择不是数学技巧，而是物理判断——选择不同的 L, U, Tc, Pc，会突出不同的主导平衡。
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特征尺度不是唯一的

同一个流动问题可以采用不同的特征尺度，关键是定义必须明确

𝑅𝑒𝐷 =
𝑈𝐷

𝜈
, 𝑅𝑒𝑅 =

𝑈𝑅

𝜈
, 𝑅𝑒𝐷 = 2𝑅𝑒𝑅

圆管流动：长度尺度可取管径 D 或管半径 R，对应 Reynolds 数相差常数因子 2。

引用临界 Reynolds 数或经验关联式时，必须明确特征长度是如何定义的！
• 引用临界 Reynolds 数或经验关联式时，必须明确特征长度是如何定义的！

典型问题的尺度选择

流动问题 常用特征长度 常用特征速度

圆柱绕流 圆柱直径 D 来流速度 U∞

管内流动 水力直径 D_h 截面平均速度 U_b

Couette 流 壁面间距 h 壁面速度 U_w

外部边界层 流向长度 L 来流速度 U∞

选择不是查表得到的唯一答案，而是由研究对象和所关注的物理过程决定的。
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课堂互动：特征尺度选择

互动 2 / 8 · 工程情境判断

情境：水在直径 D = 2 cm 的圆管中以平均速度 𝑈𝑏 = 0.5 m/s 流动。

问题1：应选择什么作为特征长度和特征速度？

问题2：若有人用管半径 R 计算 Reynolds 数，结果与用管径 D 有何关系？

请独立思考后与同桌讨论。ν = 1.0×10⁻⁶ m ²/s。

参考答案

问题1：特征长度取水力直径𝐷ℎ = 𝐷 = 0.02 m ，特征速度取截面平均速度𝑈𝑏 = 0.5 m/ s。𝑅𝑒𝐷 = 𝑈𝑏
𝐷

𝜈
= 104（湍流）。

问题2：𝑅𝑒𝑅 =
𝑈𝑏𝑅

𝜈
=

𝑅𝑒𝐷

2
= 5 × 103。物理流动完全相同，只是 Reynolds 数的定义不同——引用时必须说明特征长度。
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导数的尺度变换：无量纲化的关键步骤

3.4.1 关键不是只替换变量，还要正确处理导数

𝑥 = 𝐿𝑥∗
𝜕

𝜕𝑥
=
1

𝐿

𝜕

𝜕𝑥∗
一阶空间导数

𝛻 =
1

𝐿
𝛻∗, 𝛻2 =

1

𝐿2
𝛻∗2 梯度与Laplacian

𝑡 = 𝑇𝑐𝑡
∗
𝜕

𝜕𝑡
=
1

𝑇𝑐

𝜕

𝜕𝑡∗
时间导数

速度分量的导数变换：

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝑈

𝑇𝑐

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
非定常项

𝑢 ⋅ 𝛻𝑢 =
𝑈2

𝐿
𝑢∗ ⋅ 𝛻∗𝑢∗ 对流项

𝛻2𝑢 =
𝑈

𝐿2
𝛻∗2𝑢∗ 黏性项

常见错误：∂u/∂x 不是简单变成∂u*/∂x*，而是 (U/L) ∂u*/∂x*——导数变换必须带上尺度因子！ 17



连续性方程的无量纲化

3.4.2 不可压缩连续性方程在无量纲化后形式保持不变

Step 1

有量纲方程

𝛻 ⋅ 𝑢 = 0

Step 2

代入变量变换

𝑥 = 𝐿𝑥∗, 𝑢 = 𝑈𝑢∗

Step 3

变换导数

𝑈

𝐿
𝛻∗ ⋅ 𝑢∗ = 0

Step 4

除以 U/L

𝛻∗ ⋅ 𝑢∗ = 0

结论：不可压缩连续性方程无量纲化后形式不变——不引入任何无量纲参数

物理意义：连续性方程表达的是质量守恒，它不涉及惯性、黏性等物理机制的竞争，因此无量纲化后不产生 Reynolds 数等控制参数。所

有物理机制的竞争都出现在动量方程中。

教学提示：这一步看似简单，但它建立了无量纲化的标准流程——变量替换 → 导数变换→ 除以参考尺度→ 得到无量纲方程。
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Navier–Stokes 方程无量纲化（一）：选择尺度

3.4.3 无体力不可压缩 NS 方程→ 选择对流时间尺度和惯性压强尺度

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢 ⋅ 𝛻𝑢 = −𝛻𝑝 + 𝜇𝛻2𝑢

选择特征尺度：

长度 𝑥 = 𝐿𝑥∗ 几何尺度

速度 𝑢 = 𝑈𝑢∗ 来流/特征速度

时间 𝑡 =
𝐿

𝑈
𝑡∗ 对流时间尺度：流体以U穿越L的时间

压强 𝑝 = 𝑝ref + 𝜌𝑈2𝑝∗ 惯性压强尺度：与惯性项同阶

为什么选择这些尺度？
• 对流时间 L/U 使非定常项与对流项具有相同参考尺度（St=1），适合定常或缓变流动

• 惯性压强ρU² 使压强梯度项与惯性项同阶，适合惯性显著的流动；黏性主导流动应选μU/L（见3.6.2）
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Navier–Stokes 方程无量纲化（二）：各项变换

代入尺度变换，保留所有尺度因子

非定常项 𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝜌

𝑈2

𝐿

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
尺度：ρU²/L

对流项 𝜌𝑢 ⋅ 𝛻𝑢 = 𝜌
𝑈2

𝐿
𝑢∗ ⋅ 𝛻∗𝑢∗ 尺度：ρU²/L

压强梯度 𝛻𝑝 = 𝜌
𝑈2

𝐿
𝛻∗𝑝∗ 尺度：ρU²/L

黏性项 𝜇𝛻2𝑢 = 𝜇
𝑈

𝐿2
𝛻∗2𝑢∗ 尺度：μU/L²

观察：前三项具有相同尺度ρU²/L，黏性项尺度为μU/L²。

惯性项尺度/黏性项尺度 =
𝜌𝑈2/𝐿

𝜇𝑈/𝐿2
=
𝜌𝑈𝐿

𝜇
= 𝑅𝑒

Reynolds 数自然出现：它是惯性作用与黏性作用的尺度之比。
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Navier–Stokes 方程无量纲化（三）：归一化与Reynolds 数

全部除以ρU²/L，得到无量纲动量方程

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗ ⋅ 𝛻∗𝑢∗ = −𝛻∗𝑝∗ +

1

𝑅𝑒
𝛻∗2𝑢∗

𝑅𝑒 =
𝜌𝑈𝐿

𝜇
=
𝑈𝐿

𝜈

方程各项 物理作用映射：

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗

非定常惯性

𝑢∗ ⋅ 𝛻∗𝑢∗

对流惯性

−𝛻∗𝑝∗

压力梯度

1

𝑅𝑒
𝛻∗2𝑢∗

黏性扩散

这就是 Reynolds 数从控制方程中出现的过程。它不是人为定义的参数，而是惯性项与黏性项尺度之比的自然结果。下一节将从三个角度

深入理解它的物理含义。
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Reynolds 数的第一种理解：惯性与黏性作用之比

3.5 从有量纲方程直接比较两项的典型尺度

𝑅𝑒 =
典型惯性项尺度

典型黏性项尺度
=
𝜌𝑈2/𝐿

𝜇𝑈/𝐿2
=
𝜌𝑈𝐿

𝜇

惯性作用尺度

ρ(∂u/∂t) ~ ρU²/L

ρ(u·∂)u ~ ρU²/L

流体保持原有运动状态的趋势

黏性作用尺度

μ∂²u ~ μU/L²

流体层间摩擦力阻碍相对运动

动量通过分子扩散传递

不同 Reynolds 数极限对应的物理平衡：

Re ∂ 1 → 黏性主导

黏性扩散迅速影响整个流场 Stokes 流（第5章）

Re ~ O(1) → 惯性与黏性竞争

两项均不可忽略需完整求解 NS 方程

Re ∂ 1 → 惯性主导（整体）

黏性集中于壁面薄层边界层理论（第6章）
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Reynolds 数的第二种理解：时间尺度之比

黏性动量扩散时间 vs 对流时间——"黏性是动量扩散"的直观解释

𝑅𝑒 =
黏性扩散时间尺度

对流时间尺度
=
𝑡𝜈
𝑡𝑐
=

Τ𝐿2 𝜈

Τ𝐿 𝑈
=
𝑈𝐿

𝜈

对流时间 𝑡𝑐 =
𝐿

𝑈

流体微团以速度 U 穿越长度 L 所需时间

描述对流输运的快慢

黏性扩散时间 𝑡𝜈 =
𝐿2

𝜈

黏性动量扩散跨越长度 L 所需时间（由δ~√(νt) 导出）

描述分子动量扩散的快慢

物理解读：

Re ∂ 1 𝑡𝜈 ≪ 𝑡𝑐 黏性扩散远快于对流——黏性能够迅速影响整个流动尺度

Re ∂ 1 𝑡𝜈 ≫ 𝑡𝑐 对流远快于黏性跨越整个尺度的扩散——黏性来不及影响远场
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Reynolds 数的第三种理解：方程系数与重要警示

无量纲 NS 方程中黏性项前的系数为 1/Re

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗ ⋅ 𝛻∗𝑢∗ = −𝛻∗𝑝∗ +

1

𝑅𝑒
𝛻∗2𝑢∗

最重要警示：系数小并不意味着黏性项在所有位置都可以直接删除！

• 当 Re 很大时，1/Re 很小，但∂*²u* 本身可能在某些区域非常大

• 高 Reynolds 数壁面流动正是最典型的情况——壁面附近速度梯度可以非常大

• 使黏性项即使乘以 1/Re，仍然保持重要——这是边界层理论的出发点（第6章）

数学上的原因：

1

𝑅𝑒
𝛻∗2𝑢∗ ∼

1

𝑅𝑒
⋅
𝑈∗

𝛿∗2
∼

1

𝑅𝑒
⋅
1

𝛿∗2

若近壁薄层厚度 𝛿 ∗ ~
1

𝑅𝑒
，则

1

𝑅𝑒
·

1

𝛿∗2
~

1

𝑅𝑒
· 𝑅𝑒 = 𝑂 1 ——黏性项仍然重要！这就是边界层的尺度分析，第6章将系统展开。
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Reynolds 数的三种等价理解（总结）

同一个参数，三种视角——作用比、时间尺度比、方程系数

提示：三种理解等价，但适用于不同场景——作用比适合力平衡分析，时间尺度比适合扩散直觉，方程系数适合极限讨论。
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课堂互动：Reynolds 数变化判断

互动 3 / 8 · 数量级判断

Q 1 速度增加 2 倍、特征长度减小一半，Reynolds 数如何变化？

参考答案：Re = UL/ν → (2U)(L/2)/ν = UL/ν → 不变

Q 2 同一种流体（ν不变），能否同时具有 Re = 10 ⁻² 和 Re = 10 ⁶的流动？

参考答案：可以！Re 不是流体物性，取决于 U 和 L。微通道低速→Re极小；飞行器高速→Re极大

Q 3 看到 1/Re = 10 ⁻⁵，能否直接删除 NS 方程中的黏性项？

参考答案：不能！系数小不代表项小。壁面附近 ∂*²u* 可能很大，黏性项仍可能重要（边界层）
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独立时间尺度与Strouhal 数

3.6.1 当流动存在外加时间尺度时，非定常项与对流项的比值引出 St

适用场景：周期振荡、脉动入口、周期性来流、外部强迫、涡脱落等存在独立时间尺度的流动

𝑡 = 𝑇𝑐𝑡
∗非定常项尺度 = 𝜌

𝑈

𝑇𝑐
, 对流项尺度 = 𝜌

𝑈2

𝐿

𝑆𝑡 =
𝑓𝐿

𝑈
=

𝐿

𝑈𝑇𝑐
, 𝑓 ∼ 1/𝑇𝑐

𝑆𝑡
𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗ ⋅ 𝛻∗𝑢∗ = −𝛻∗𝑝∗ +

1

𝑅𝑒
𝛻∗2𝑢∗

参数角色：

St 控制非定常项相对于对流项的重要程度

Re 控制黏性项相对于惯性项的重要程度

若选择 𝑇𝑐 =
𝐿

𝑈
（对流时间尺度），则 St = 1，3.4节的无量纲化实际上把 St 吸收到了时间变量定义中。 27



压强尺度的选择：惯性压强 vs 黏性压强

3.6.2 压强的无量纲化不只有一种自然选择——选择本身就是物理判断

惯性压强尺度 𝑃𝑐 = 𝜌𝑈2

𝑝 = 𝑝𝑟𝑒𝑓 + 𝜌𝑈2𝑝 ∗

压强梯度项与惯性项同阶

适合惯性显著的流动（高Re）

外流压强系数 Cp 即此变体

黏性压强尺度 𝑃𝜇 =
𝜇𝑈

𝐿

𝑝 = 𝑝𝑟𝑒𝑓 +
𝜇𝑈

𝐿
𝑝 ∗

压强梯度项与黏性项同阶

适合黏性主导的流动（低Re）

第5章 creeping flow 自然出现

两种归一化得到形式不同但完全等价的方程：

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗ ⋅ 𝛻∗𝑢∗ = −𝛻∗𝑝∗ +

1

𝑅𝑒
𝛻∗2𝑢∗

惯性尺度归一化→ 突出高Re极限

𝑅𝑒
𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗ ⋅ 𝛻∗𝑢∗ = −𝛻∗𝑝∗ + 𝛻∗2𝑢∗

黏性尺度归一化→ 突出低Re极限

• 两种写法中的 p* 定义不同，不能把数值直接逐点比较；恢复为有量纲压强后才描述同一物理量

• 阅读不同教材或软件手册时，必须先核对参考尺度的定义
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Euler数与压强系数

3.6.2 一般压强尺度Δp引出 Euler 数——压强作用与惯性作用之比

𝑝 = 𝑝ref + 𝛥𝑝 𝑝∗
压强梯度项

惯性项
=

𝛥𝑝/𝐿

𝜌𝑈2/𝐿
=

𝛥𝑝

𝜌𝑈2
= 𝐸𝑢

𝐸𝑢 =
𝛥𝑝

𝜌𝑈2

𝑆𝑡
𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗ ⋅ 𝛻∗𝑢∗ = −𝐸𝑢𝛻∗𝑝∗ +

1

𝑅𝑒
𝛻∗2𝑢∗ +

1

𝐹𝑟2
𝑒𝑔

Euler 数 vs 压强系数 Cp ：

𝐶𝑝 =
𝑝 − 𝑝ref
1
2
𝜌𝑈2

𝐸𝑢 =
𝛥𝑝

𝜌𝑈2
𝐶𝑝 = 2𝐸𝑢

• 本书采用 Eu = Δp/(ρU²)，压强系数采用动压½ρU ² 归一化→ Cp = 2Eu

• 部分文献把 Euler 数定义为Δp/(½ρU²)，此时与压强系数数值一致。常数因子不代表物理差异，查阅文献时应先核对定义。
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重力尺度与Froude 数

3.6.3 保留重力项时，惯性作用与重力作用之比引出

Fr

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢 ⋅ 𝛻𝑢 = −𝛻𝑝 + 𝜇𝛻2𝑢 + 𝜌𝑔

惯性尺度归一化后，重力项系数 =
𝑔𝐿

𝑈2
=

1

𝐹𝑟2
, 𝐹𝑟 =

𝑈

𝑔𝐿

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗ ⋅ 𝛻∗𝑢∗ = −𝛻∗𝑝∗ +

1

𝑅𝑒
𝛻∗2𝑢∗ +

1

𝐹𝑟2
𝑒𝑔

Froude 数衡量惯性作用与重力作用的相对关系，在以下问题中尤其重要：

自由表面流动 船舶水动力学 明渠流动 重力波

对于很多封闭不可压缩流动，如果密度常数且重力可以吸收到修正压强中，则不一定需要显式保留 Fr。
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统一的无量纲Navier–Stokes 形式

3.6.4 所有无量纲数都是控制方程中不同物理机制竞争关系的量度

𝑆𝑡
𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗ ⋅ 𝛻∗𝑢∗ = −𝐸𝑢𝛻∗𝑝∗ +

1

𝑅𝑒
𝛻∗2𝑢∗ +

1

𝐹𝑟2
𝑒𝑔

无量纲参数 物理机制

Re 惯性作用与黏性作用

St 非定常变化与对流输运

Eu 压强作用与惯性作用

Fr 惯性作用与重力作用

核心认识

无量纲数不是需要彼此孤立记忆的一组定义。

对陌生流动问题，应先判断哪些物理机制可能重要，再

选择相应尺度并识别控制参数。

而不是先机械地罗列所有熟悉的无量纲数。

无量纲化不是机械换元——"用什么尺度除"本身就是物理判断。不同尺度选择可以把不同的主导机制突出出来。
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课堂互动：无量纲参数匹配

互动 4 / 8 · 方程项判断

对以下三类工程流动，判断最需要关注哪些无量纲参数，并说明理由。

案例A
圆柱绕流的周期性涡脱落（空气，𝑈∞ = 10 m/ s，D =0.1 m ）

→ 关键参数：Re （惯性-黏性）+ St（涡脱落周期）

案例B
船舶在水面航行的兴波阻力（自由表面，重力重要）

→ 关键参数：Re （黏性）+ Fr（惯性-重力）

案例C
微通道中低压差驱动的定常层流（L=100 μm，U= 1 mm/s ）

→ 关键参数：Re （极低，黏性主导）+ Eu（压强-惯性）

根据物理机制判断控制参数，而不是机械罗列所有无量纲数。
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Buckingham Π 定理：基本思想

3.7 当未必掌握完整控制方程时，量纲分析仍可帮助减少变量数量

若问题由𝑛个有量纲变量决定，涉及𝑟个独立基本量纲，则可改写为𝑛

− 𝑟个独立无量纲组合的关系

𝐹 𝛱1 𝛱2 … 𝛱𝑛−𝑟 = 0

示例：圆柱或球体阻力问题

假设阻力 F_D 由ρ, U, L, μ 决定（含响应量共5个变量），涉及 M, L, T 三个基本量纲：

𝑛 = 5, 𝑟 = 3独立无量纲组合数 = 𝑛 − 𝑟 = 2

𝛱1 =
𝐹𝐷

𝜌𝑈2𝐿2
, 𝛱2 =

𝜌𝑈𝐿

𝜇
= 𝑅𝑒

𝐹𝐷
𝜌𝑈2𝐿2

= ℱ 𝑅𝑒

若定义阻力系数 𝐶𝐷 =
1

2

𝐹𝐷

𝜌𝑈2𝐴
，则 𝐶𝐷 = 𝑓 𝑅𝑒 ——原先4个参数归并为单一控制参数 Re。
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Buckingham Π 定理：量纲矩阵计算流程

把"凑指数"转化为线性代数问题：求量纲矩阵的零空间

不同零空间基底可能给出外观不同的Π 组，但可相互组合，包含的物理信息相同。
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Buckingham Π 定理的局限与方法比较

量纲分析能识别无量纲变量，但通常不能给出具体函数关系

重要局限
• C_D = f(Re) 不能仅凭量纲分析进一步确定为 C_D = 24/Re

• 后一个结果来自低 Reynolds 数球体绕流控制方程的求解（第5章）

• 量纲分析能够识别应出现的无量纲变量，却通常不能给出它们之间的具体函数关系

控制方程无量纲化 vs Buckingham Π 定理：

控制方程无量纲化（本书主方法）

• 保留各项对应的物理机制及相对系数

• 适合研究极限、主导平衡和数值模型

• 需要预先掌握完整控制方程

• 可解释每个无量纲参数的物理来源

• 本书以控制方程无量纲化为主

Buckingham Π 定理（补充方法）

• 不要求预先掌握完整控制方程

• 适合减少实验参数并整理经验关系

• 只能给出无量纲组合的数量，不能给函数形式

• 无法直接解释参数的物理机制

• 作为控制方程无量纲化的补充

两种方法都会产生无量纲参数，但解决的问题不同，应根据是否掌握控制方程选择使用。
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几何相似、运动相似与动力相似

3.8 无量纲化的重要应用：建立不同尺度流动之间的相似性

几何相似

所有对应长度的比例相同

𝐿1
𝑚

𝐿1
𝑝
=
𝐿2
𝑚

𝐿2
𝑝
= 𝜆𝐿 只说明边界形状对应，不保证流场相似

运动相似

对应位置速度方向相同，所有对应速度保持统一比例

𝑢∗ 𝑚 𝑥∗ 𝑡∗ = 𝑢∗ 𝑝 𝑥∗ 𝑡∗ 两种流动具有相同的无量纲速度场

动力相似

无量纲控制方程、边界条件相同，关键无量纲参数相同

𝑅𝑒𝑚 = 𝑅𝑒𝑝 {惯性∂黏性主导时} 模型试验能代表原型的最严格条件

相似性要求逐级增强：几何相似→ 运动相似→ 动力相似。仅几何相似不能保证模型流动与原型相同。
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模型与原型：从几何相似到动力相似

缩尺模型试验的前提：两者在控制流动的关键无量纲参数上具有一致性

风洞/水洞试验中，仅仅把几何尺寸按比例缩小不能保证流动相同——必须满足动力相似条件。
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动力相似的本质：不是简单匹配Reynolds 数

需要匹配哪些无量纲参数，取决于问题中哪些物理机制真正参与主导平衡

问题中的主要机制 需要重点匹配的参数

惯性—黏性 Re

惯性—黏性—重力 Re, Fr

惯性—黏性—独立非定常过程 Re, St

动力相似的本质：使控制当前问题的无量纲模型保持一致

而不是"所有问题都匹配 Reynolds 数"

实际缩尺实验的困难
• 不同无量纲参数有时无法同时匹配（如 Re 和 Fr 同时要求时，同一种流体难以满足）

• 必须根据研究目标判断哪个机制最重要，并明确模型试验在哪些方面能代表原型、哪些存在尺度效应

• 解释模型试验结果时必须同时说明采用了什么相似准则，以及仍存在哪些不可避免的尺度效应
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Reynolds 相似的缩尺算例

例3.2：缩尺模型为达到原型Reynolds 数，往往需要很高的试验速度

𝑅𝑒𝑚 = 𝑅𝑒𝑝
𝑈𝑚𝐿𝑚
𝜈𝑚

=
𝑈𝑝𝐿𝑝

𝜈𝑝

若使用同一种流体（𝜈𝑚 = 𝜈𝑝），则 𝑈𝑚𝐿𝑚 = 𝑈𝑝𝐿𝑝：

例3.2 计算过程

已知：原型 𝐿𝑝 = 2 m ，𝑈𝑝 = 5 m/s ；1:10 缩尺模型 𝐿𝑚 = 0.2 m ；相同流体 𝜈𝑚 = 𝜈𝑝

Reynolds 相似要求：

模型尺寸缩小10倍→ 速度必须增大10倍！

工程意义：

• 大型飞机、船舶、车辆和建筑物的缩尺试验中，实际尺度 Reynolds 数可能难以完全复现

• 实验模型可以做到几何相似，但动力相似往往受限于试验风速、水速或流体物性
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课堂互动：缩尺实验判断

互动 5 / 8 · 工程情境分析

情境：某船舶原型 𝐿𝑝 = 150 m ，航速 𝑈𝑝 = 10 m/ s。建立 1:50 缩尺模型，使用相同水。

问题1：若要求 Reynolds 相似，模型航速应为多少？是否现实？

问题2：船舶兴波阻力还受重力影响，若同时要求 Fr 相似，模型航速应为多少？两个条件能同时满足吗？

参考答案

问题1：Re相似→ 𝑈𝑚 = 𝑈𝑝 ×
𝐿𝑝

𝐿𝑚
= 10 × 50m/s = 500 m/s（超音速！完全不现实）

问题2：Fr相似→ 𝑈𝑚 = 𝑈𝑝 ×
𝐿𝑚

𝐿𝑝
= 10 ×

1

50
m/s ≈ 1.41 m/s

Re 相似要求 𝑼𝒎 ∝
𝟏

𝑳𝒎
，Fr相似要求 𝑼𝒎 ∝ 𝑳𝒎——同一种流体下两个条件矛盾！

这就是船舶试验中 Re 和 Fr 无法同时满足的经典困境，实际试验通常优先保证 Fr 相似（兴波阻力），Re 用经验修正。
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无量纲化与实验数据归一化

3.9 有量纲数据缺乏普适性，无量纲化使不同工况数据发生"塌缩"

F_D –U 曲线因直径、流体不同而分散；改用 C_D –Re 后，各组结果落到同一共同趋势附近。
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无量纲数据归一化的工程实例

无量纲化使可推广的物理规律显现——后续章节将不断遇到这种处理方式

管流摩擦系数 𝑓𝑣𝑠𝑅𝑒 Moody 图：不同管径、流体、流速的数据塌缩为单一曲线

压强系数 𝐶𝑝𝑣𝑠𝑥/𝐿 翼型表面压强分布用无量纲坐标和压强系数表示

升力系数 𝐶𝐿𝑣𝑠𝑅𝑒, 𝛼 不同翼型、尺寸、速度的升力数据归并为 CL(Re, α)

Strouhal 数 𝑆𝑡𝑣𝑠𝑅𝑒 圆柱涡脱落频率用 St=fD/U 对 Re 作图，揭示临界行为

壁面无量纲 𝑢 + 𝑣𝑠𝑦 + 湍流近壁速度分布用 u+=u/uτ, y+=yuτ/ν 表示，不同流动塌缩

课程思政：无量纲化体现了科学建模的严谨性——从纷繁复杂的有量纲数据中提炼普适规律，是工程科学的核心方法论。
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拓展：不可压缩非等温流动与Prandtl数

3.10.1 当温度场参与输运时，新的扩散系数之比自然构成 Pr

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢 ⋅ 𝛻𝑇 = 𝛼𝛻2𝑇, 𝜈 = 𝛼 = 𝐿2𝑇−1

𝑃𝑟 =
𝜈

𝛼
=

动量扩散率

热扩散率

物理意义：

Pr ∂ 1 热量扩散相对更快（如液态金属） → 热边界层比速度边界层厚

Pr ~ 1 动量扩散与热扩散相当（如气体） → 热边界层与速度边界层厚度相近

Pr ∂ 1 动量扩散相对更快（如油、水） → 速度边界层比热边界层厚

重点不是记忆某种流体的 Pr 数值，而是理解它为什么由两个扩散系数之比自然出现——新的输运机制对应新的控制参数。
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拓展：Boussinesq 近似与Rayleigh 数

3.10.2 温差引起浮力时，新的自然尺度引出 Ra

𝛻 ⋅ 𝑢 = 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢 ⋅ 𝛻𝑢 = −

1

𝜌0
𝛻𝑝 + 𝜈𝛻2𝑢 + 𝑔𝛽 𝑇 − 𝑇0 𝑒𝑔,

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢 ⋅ 𝛻𝑇 = 𝛼𝛻2𝑇

选择热扩散尺度：L, 𝑈𝛼 =
𝛼

𝐿
, 𝑡𝛼 =

𝐿2

𝛼
, Δ𝑇, 𝜌0𝑈𝛼

2

𝑅𝑎 =
𝑔𝛽𝛥𝑇𝐿3

𝜈𝛼
, 浮力项系数 =

𝑔𝛽𝛥𝑇𝐿3

𝛼2
= 𝑅𝑎 ⋅ 𝑃𝑟

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗ ⋅ 𝛻∗𝑢∗ = −𝛻∗𝑝∗ + 𝑃𝑟𝛻∗2𝑢∗ + 𝑅𝑎 𝑃𝑟 𝑇∗𝑒𝑔

方法论事实：当研究对象中加入新的输运机制和新的自然尺度时

无量纲化会自动告诉我们需要哪些新的控制参数

本节只说明方法扩展，不预告后续将系统讲授自然对流。同一个问题还可采用其他尺度，最终方程形式可能不同但物理等价。
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无量纲化标准流程与自检清单

3.11.1 对新的流体力学问题，按以下六步完成无量纲化

1 写出有量纲控制方程与边界条件 明确求解变量、物性参数、几何尺度和外部作用

2 选择特征尺度 根据问题定义 L, U, Tc, Pc，必要时包括温度差等

3 定义无量纲变量并变换导数 u=Uu*, x=Lx*，同时使用 ∂/∂x = L⁻¹∂/∂x*

4 代入并选取参考项归一化 保留所有尺度因子，识别 Re, St, Eu, Fr 等参数

5 同步改写边界条件 控制方程无量纲化不意味着问题完整，初边值条件必须同尺度

6 检查数量级与物理含义 主要无量纲变量应合理，每个参数能从方程项比值解释

无量纲化对数值计算的作用
• 归并参数减少维数；使主要变量接近 O(1) 改善条件数；参数扫描围绕无量纲控制量组织
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无量纲化完成后的自检清单

完成推导后，逐项检查以下8个问题

1.
L, U, Tc, Pc 的定义是否明确，并与研究对象一致？

2. 所有空间导数、时间导数和高阶导数是否都带上了正确的尺度

因子？

3.
每一项是否真正无量纲？

4.
初始条件和边界条件是否同步改写？

5.
是否在同一方程中误用了不同基准尺度？

6.
主要无量纲变量是否大致为合理数量级？

7.
每个无量纲参数的物理含义是否能够从方程项的比值解释？

8. 在取 Re→0、Re→∞ 等极限时，是否同时检查了局部梯度是

否可能变大？

科研写作基本要求：论文中仅写出"Re= 1000 "通常不够，还应明确构成 Reynolds 数的特征速度 U 和特征长度 L 分别如何定义。
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完整例题：方腔顶盖驱动流（一）几何与尺度

例3.3 从控制方程到初边值条件的完整无量纲化

问题设定

• 二维方腔 0 < x < L, 0 < y < L

• 常密度、常黏度不可压缩 Newton 流体

• 初始时刻静止

• t=0 起上壁以速度 U e_x 匀速运动

• 其余三壁静止，忽略体力

• 求解变量：u=(u,v), p

𝛻 ⋅ 𝑢 = 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢 ⋅ 𝛻 𝑢 = −

1

𝜌
𝛻𝑝 + 𝜈𝛻2𝑢

𝑥 = 𝐿𝑥∗, 𝑦 = 𝐿𝑦∗, 𝑢 = 𝑈𝑢∗, 𝑡 =
𝐿

𝑈
𝑡∗, 𝑝

= 𝑝ref + 𝜌𝑈2𝑝∗

无量纲化结果

计算域变为单位正方形 0 < x* < 1, 0 < y* < 1

几何尺寸、壁面速度和物性参数被归并为单位计算域、单位顶盖速度和单一控制参数Re = UL/ν

这正是标准问题能够跨流体和跨尺度比较的原因
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完整例题：方腔顶盖驱动流（二）方程与边界条件

控制方程、初始条件和边界条件必须作为一个整体无

量纲化

𝛻∗ ⋅ 𝑢∗ = 0,
𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗ ⋅ 𝛻∗ 𝑢∗ = −𝛻∗𝑝∗ +

1

𝑅𝑒
𝛻∗2𝑢∗, 𝑅𝑒 =

𝑈𝐿

𝜈

初始条件（同步无量纲化）

𝑢∗ 𝑥∗ 𝑦∗ 0 = 0

无滑移边界条件（t* > 0）

𝑢∗ 𝑥∗ 1 𝑡∗ = 𝑒𝑥, 𝑢∗ 𝑥∗ 0 𝑡∗

= 0, 𝑢∗ 0 𝑦∗ 𝑡∗ = 0, 𝑢∗ 1 𝑦∗ 𝑡∗ = 0

压强基准
• 封闭问题还需给出压强基准，例如令单位方腔内 p* 的面积平均为零

• 固壁上的压强法向信息由动量方程和速度条件共同决定，不能再任意指定一套独立压强值

"主要变量为 O(1)" 并非逐点要求：

• 顶盖速度确为 O(1)，但顶盖与侧壁交界处速度条件不连续，起动瞬间存在局部快速变化

• 角点和初始薄层中的梯度可以远大于整体尺度估计；实际数值计算常对顶盖起动或角点速度作平滑处理
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无量纲化常见错误（上）

3.11.3 最容易犯的6类错误——前3类

错误1

只给变量加星号，但没有真正换元

不能在定义 u*=u/U 后直接把原方程中的 u 写成 u*；正确做法是代入 u=Uu* ，并同时变换所有空间和时间导数

错误2

忽略导数中的尺度因子

∂u/∂x 不是简单变成∂u*/∂x*，而是 (U/L) ∂u*/∂x*。这是无量纲化中最常见的计算错误

错误3

特征长度定义不清

同一个圆管问题中，有时用半径 R，有时用直径 D，却仍然直接比较 Reynolds 数，导致常数因子错误
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无量纲化常见错误（下）

3.11.3 后3类错误——尤其是错误6最危险

错误4

把 Reynolds 数当成流体物性

Re 不是流体本身的性质，而取决于 U, L 和ν；同一种流体可以具有极小或极大的 Reynolds 数

错误5

认为无量纲化只有唯一答案

只要定义自洽，不同特征尺度都可能产生正确的无量纲方程。真正重要的是尺度选择是否有物理意义、变量是否为合理数

量级

错误6

看到 1/Re ∂ 1 就立即删除黏性项

这是高 Reynolds 数分析中最危险的误区！必须同时考虑 ∂*²u* 是否可能很大。边界层理论正是对此问题的系统回答（第

6章）

互动 6 / 8：某同学看到 1/Re = 10⁻⁵后直接删除黏性项——评价这一做法（涉及系数大小、速度梯度、壁面、高Re 、边界层）

50



数字赋能：Python 计算无量纲参数

用代码建立控制方程→ 参数变化→ 数值结果→ 物理图像的联系

import numpy as np # 方腔顶盖驱动流参数

L = 1.0e-3 # m 

U = 1.0 # m/s 

nu = 1.0e-6 # m^2/s (水) 

Re = U * L / nu 

print(f"Re = {Re:.1f}") # 参数扫描：不同 Re 下方腔流动

Re_values = [100, 400, 1000, 3200, 5000] 

for Re in Re_values: 

U_needed = Re * nu / L 

print(f"Re={Re:5d}: U={U_needed:.2f} m/s")

计算结果

Re = 1000.0

Re= 100: U=0.10 m/s

Re= 400: U=0.40 m/s

Re= 1000: U=1.00 m/s

Re= 3200: U=3.20 m/s

Re= 5000: U=5.00 m/s

物理解读

• 无量纲化将ρ,μ,U,L 归并为单一参数 Re

• 参数扫描只需改变 Re，而非分别改变4个有量纲参数

• Re=1000 对应层流方腔标准算例

• Re 增大→ 对流增强→ 主涡中心偏移
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形成性评价（一）：概念判断

评价目标：检查学生能否建立控制方程—尺度—物理机制的关联

Q 1
判断正误：Reynolds 数是流体的固有物性参数。

参考答案：错误。Re = UL/ν，取决于流动的 U 和 L，同一种流体可以有不同 Re。

Q 2
判断正误：无量纲化的目的是消除单位，使计算更方便。

参考答案：不完全正确。核心目的是将有量纲问题重新组织为由少数无量纲参数控制的问题，揭示物理机制相对重要性。

Q 3
单选：高 Reynolds 数流动中，黏性项（）
参考答案：A. 在整个流场中都可以忽略 B. 只在壁面附近重要 C. 完全不重要 D. 只在远场重要。答案：B——黏性集中于壁面薄层（边界层），但

对整个外部流动产生关键影响。

备注：Q 1诊断 Re 概念理解；Q 2诊断无量纲化目的；Q 3诊断高Re黏性分布。

常见错误：Q 1选"正确"反映把 Re 当物性；Q 3选 A 反映未理解边界层。
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形成性评价（二）：方程项识别

评价目标：检查学生能否将方程中的数学项与物理作用对应

𝑆𝑡
𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗ ⋅ 𝛻∗𝑢∗ = −𝐸𝑢𝛻∗𝑝∗ +

1

𝑅𝑒
𝛻∗2𝑢∗ +

1

𝐹𝑟2
𝑒𝑔

任务：将下列方程项与对应的物理作用和无量纲参数连线。

𝑆𝑡
𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
非定常惯性 St

𝑢∗ ⋅ 𝛻∗𝑢∗ 对流惯性 （参考项）

−𝐸𝑢𝛻∗𝑝∗ 压力梯度 Eu

1

𝑅𝑒
𝛻∗2𝑢∗ 黏性扩散 Re

1

𝐹𝑟2
𝑒𝑔 重力 Fr

备注：本题诊断方程项—物理作用—无量纲参数的三重映射能力。常见错误：把 St 项与对流惯性混淆；把 Eu 与压强系数 Cp 的 1/2 因子混淆。
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形成性评价（三）：工程情境分析

评价目标：检查学生能否将无量纲化方法迁移到真实工程问题

工程问题：某微通道换热器，通道宽度 W = 100 μm，水流速度 U = 1 mm/s ，水温 20°C（ν ≈ 10 ⁻⁶ m ²/s）。

(1) 计算 Reynolds 数并判断流动 regime ；(2) 选择合适的压强尺度并说明理由；(3) 若将通道放大100 倍（W= 1cm ），

保持 Re 不变需要多大流速？

参考答案与评分要点

(1) 𝑅𝑒 =
𝑈𝑊

𝜈
=

10−3 10−4

10−6
= 0.1→ Re ∂ 1，黏性主导（层流，可能接近 Stokes 流）

(2) 应选择黏性压强尺度 𝑃𝜇 =
𝜇𝑈

𝐿
，因为 Re ∂ 1 时压强梯度与黏性项同阶，而非与惯性项同阶

(3) Re 不变→ 𝑈𝑚𝑊𝑚 = 𝑈𝑝𝑊𝑝→ 𝑈𝑚 = 𝑈𝑝 ×
𝑊𝑝

𝑊𝑚
= 1

𝑚𝑚

𝑠
×

1

100
= 10−5 𝑚/𝑠

评分要点：Re 计算正确；regime 判断正确；压强尺度选择及理由；缩尺计算正确。

备注：本题综合考查 Re 计算、 regime 判断、压强尺度选择和缩尺计算。常见错误：(2) 仍选惯性压强ρU²；(3) 方向搞反。
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本章知识链与全书主线

3.12 本章结论将在后续每一章反复使用

有量纲控制方程
选择特征尺度 L, U, 

Tc, Pc
定义无量纲变量 无量纲控制方程

Re, St, Eu, Fr 控制参

数
物理机制相对强弱 动力相似参数归并

最核心的一步不是"把单位消掉"，而是把复杂有量纲问题重新组织成由少数无量纲参数控制的问题

本章知识在后续章节的应用：

第4章 用无量纲速度剖面描述精确解

第5章 以 Re ∂ 1 得到 Stokes 方程

第6章 以局部尺度解释高 Re 边界层

第7章 用 C_D(Re), St(Re) 组织分离流数据

第8章 用 u+, y+ 等无量纲变量描述壁湍流
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本章小结（一）：核心概念与关键公式

学生必须理解什么？必须掌握哪些公式？

核心概念

• 量纲齐次性：物理方程每一项必须同量纲

• 特征尺度：使主要变量为 O(1) 的代表性尺度

• 无量纲化：将有量纲问题组织为少数参数控制的问题

• Reynolds 数：惯性与黏性作用之比（三种等价理解）

• St/Eu/Fr：非定常/压强/重力与惯性作用之比

• Buckingham Π ：n-r 个独立无量纲组合

• 动力相似：无量纲方程、边界条件、关键参数一致

关键公式（表达什么物理平衡）

𝑅𝑒 =
𝜌𝑈𝐿

𝜇
=
𝑈𝐿

𝜈
→ 惯性/黏性

𝑆𝑡 =
𝑓𝐿

𝑈
=

𝐿

𝑈𝑇𝑐
→ 非定常/对流

𝐸𝑢 =
𝛥𝑝

𝜌𝑈2
→ 压强/惯性

𝐹𝑟 =
𝑈

𝑔𝐿
→ 惯性/重力

𝑃𝑟 =
𝜈

𝛼
→ 动量扩散/热扩散

𝑅𝑎 =
𝑔𝛽𝛥𝑇𝐿3

𝜈𝛼
→ 浮力/黏性扩散
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本章小结（二）：物理图像与能力回顾

学完本章后，学生能判断什么？估算什么？推导什么？

关键物理图像

• Re ∂ 1：黏性扩散迅速影响整个流场

• Re ∂ 1：黏性集中于壁面薄层（边界层伏笔）

• 尺度选择→ 主导平衡→ 无量纲参数显现

• 有量纲数据分散→ 无量纲化后数据塌缩

• 几何相似∂ 运动相似∂ 动力相似

能力目标（学生能……）

• 判断：给定量纲关系是否齐次

• 估算：给定流动的 Reynolds 数及 regime

• 推导：控制方程（含导数）的完整无量纲化

• 选择：根据物理机制判断特征尺度和控制参数

• 解释：每个无量纲参数比较了哪些物理作用

• 应用：用无量纲化组织实验数据和数值参数扫描

• 评价：CFD/ 实验结果中相似准则的满足程度

易错点回顾

• 符号：μ（动力黏度）与ν（运动黏度）混用；Eu 与 Cp 的 1/2 因子混淆

• 条件：Re ∂ 1 时直接删除黏性项（未考虑壁面梯度）；特征长度定义不清导致 Re 差常数因子

• 尺度：导数变换漏掉尺度因子；边界条件未同步无量纲化；把 Re 当流体物性
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课后任务与思考讨论

与教材内容保持一致，分必做、选做和研究训练三个层级

★必做（核心概念）

• 3.1 写出7个物理量的量纲

• 3.2 检查6个关系的量纲齐次性

• 3.3 证明导数尺度变换

• 3.4 证明连续性方程无量纲形式

• 3.5 完整推导NS 方程无量纲化（惯性尺度）

• 3.6 用黏性压强尺度重复推导

• 3.7 推导Strouhal数

• 3.8-3.10 Reynolds 数计算（3题）

★★选做（进阶应用）

• 3.11 圆球阻力的Π 定理分析

• 3.12 圆柱涡脱落 St=f(Re)

• 3.13-3.14 缩尺模型 Reynolds 相似

• 3.15 Re 与 Fr 同时匹配的讨论

• 3.16 三类模型试验的参数判断

★★★研究训练

• 3.17 论文中 Re 表述的完整性评价

• 3.18 CFD 有量纲输入的无量纲化

• 3.19 实验数据的两种作图方式

• 3.20 删除黏性项做法的评价

• 3.21 Boussinesq 方程完整无量纲化

• 3.22 两种尺度选择的形式比较

思考讨论：12个开放性问题（见教材），重点讨论"无量纲化不仅是消除单位""多种正确无量纲形式""动力相似核心"等方法论问题。
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下章衔接：从无量纲化到精确解

本章建立的工具将在第4章直接用于求解 Navier–Stokes 方程的典型精确解

第3章：无量纲化告诉我们"哪些物理机制在竞争"

第4章：在特定几何和物理条件下，这些竞争关系如何决定精确的速度分布

第4章预览：Navier–Stokes 方程的典型精确解

Couette 流 平行平板间的剪切流动 尺度选择：U=U_w 作为速度尺度

Poiseuille 流 圆管/槽道中的压强驱动流
尺度选择：U_b 作为速度尺度，D_h 作为长度尺

度

Stokes 第一/二问题 壁面起动/振荡的非定常流 尺度选择：𝛿~ 𝜈𝑡作为自然长度尺度

课程思政：从无量纲化到精确解，体现了"从一般到特殊"的科学方法论——一般方程揭示普遍规律，特定条件下的精确解验证理论并提供工程基准解。
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课堂互动：快问快答（总结性）

互动 7 / 8 · 概念速答

Q 1 无量纲化的核心目的是什么？ → 不是消除单位，而是将有量纲问题组织为少数无量纲参数控制的问题

Q 2 Reynolds 数比较了哪两种作用？ → 惯性作用与黏性作用（也等于黏性扩散时间/对流时间）

Q 3 为什么 1/Re 很小不能直接删黏性项？ → 因为∂*²u* 在壁面附近可能很大，乘积仍可能 O(1)

Q4 Strouhal 数在什么情况下出现？ → 当流动存在独立的外加时间尺度（周期振荡、涡脱落等）

Q 5 动力相似的本质是什么？ → 使控制当前问题的无量纲模型保持一致，不是简单匹配 Re

Q 6 Buckingham Π 定理的局限是什么？ → 能识别无量纲变量数量，但不能给出具体函数关系
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数字赋能：CFD 中的无量纲化与可靠性

CFD 是求解黏性流动控制方程的工具，无量纲化是其可靠性的基础

控制方程

有量纲 NS 方程

无量纲化

Re, St, Eu, Fr

离散

网格·时间步

数值求解

边界条件·收敛

验证

网格无关性·与理论/实验对比

CFD 结果可靠性检查清单
• 网格：网格无关性验证，边界层内 y+ 满足壁面模型要求

• 时间步长：非定常计算满足 CFL 条件，周期问题保证多个周期收敛

• 边界条件：与无量纲化一致，入口/出口/壁面条件明确

• 收敛：残差下降 3-5 个数量级，监控量（升阻力、流量）稳定

• 验证：与解析解（如 Poiseuille 流）、实验数据或经验关联式对比

无量纲化对 CFD 的三项直接作用：

1. 归并参数：ρ,μ,U,L,Δp → Re 等少数控制参数，减少参数维数

2. 改善条件数：合理尺度使主要变量接近 O(1)，减小尺度悬殊

3. 便于验证：参数扫描围绕无量纲控制量组织，结果可跨流体/尺度比较

禁止：「计算软件给出了结果，因此结果正确」——CFD 结果必须经过验证和确认（V&V ）。
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第3章完

量纲分析与控制方程的无量纲化

黏性作用→ 方程→ 尺度→ 流动结构→ 工程应用

不要只讲公式，要讲公式背后的物理作用

黏性流体力学· 徐翱
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